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Toleranzanalysen an beliebigen
physikalischen Systemen
Toleranzanalysen sind notwendig, um die spätere technische Realisierung von Bau-
gruppen unter Serienbedingungen nachzuweisen. Dieser Beitrag der Casim Inge-
nieurleistungen GmbH zeigt einen empirischen Lösungsansatz auf, mit dem komplexe
Toleranzanalysen an beliebigen physikalischen Systemen einfach durchzuführen sind.



Bild 1: Ausschnitt der vorderen Blechträgerstruktur des Stellmechanismus 
eines Pkw-Klimagerätes
Figure 1: Partial view of forward metal support structure of adjustment mechanism 
for an automobile air conditioning system
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1  Einleitung

Toleranzuntersuchungen, häufig auch als
Toleranzanalysen bezeichnet, sind seit Be-
ginn des letzten Jahrhunderts, beginnend
mit der Pionierarbeit von Henry Ford, schon
immer notwendig gewesen, um die spätere
technische Realisierung von Baugruppen
unter Serienbedingungen nachzuweisen.
Doch gerade in den letzten Jahren hat das
Themengebiet der Toleranzanalyse an tech-
nischen Baugruppen zunehmend an Bedeu-
tung gewonnen, nicht zuletzt, weil mittels
der Toleranzanalysen auch die Toleranzfeld-
größen und damit implizit die Fertigungs-
kosten festgelegt werden.

Insbesondere für die Automobil- und Zu-
lieferindustrie ist die Berechnung von Ferti-
gungstoleranzen in den letzten Jahren von
zentraler Bedeutung, da die qualitative An-
forderung neben den zeitlichen Anforde-
rungen die Voraussetzung für die Wettbe-
werbsfähigkeit eines Unternehmens ist.

Zur Durchführung einer Toleranzanalyse
müssen zunächst die funktionalen Zusam-
menhänge einer Baugruppe beziehungswei-
se eines technischen Systems bekannt sein.
Das heißt, auch zu wissen, welche Glieder
die Maßkette bilden, und vor allem, wel-
chen Einfluss jedes einzelne Maßketten-
glied auf die Baugruppenfunktion hat.

Dieser Beitrag soll neben der allgemei-
nen Vorgehensweise zur Toleranzanalyse ei-
nen empirischen Lösungsansatz zur Ermitt-
lung von Linearitätskoeffizienten aufzeigen,
mit dem durch einfache Versuche Funkti-
onszusammenhänge schnell und einfach zu
ermitteln sind, um damit komplexe Toleran-
zanalysen einfach durchführen zu können.
So wird in diesem Beitrag neben der arith-
metischen auch die statistische Toleranza-
nalyse angewandt.

2  Beschreibung von Maßketten

In Bild 1 ist der Ausschnitt der vorderen
Blechträgerstruktur des Stellmechanismus
eines Pkw-Klimagerätes dargestellt. In der
Darstellung handelt es sich um die Lager-
stellen des Antriebs- und Übersetzungsrades
für die Lüftungsklappe. Im Allgemeinen ist
die Kraftübertragung einer Verzahnung, in
diesem Fall einer Evolventenverzahnung,
nur sichergestellt, wenn die Zahneingriffe
der beiden Räder so aufeinander abge-
stimmt sind, dass die beiden Teilkreisradien
in der Summe den gesuchten Achsabstand
M0 der beiden Wellenzentren ergeben.

Daher ist zur Sicherstellung der Funkti-
on das Maß M0, auch Schließmaß genannt,
mit 47,4 ± 0,3 mm festgelegt. Wenn das
Schließmaß zu klein ist, können die Zahn-

köpfe in den Zahngrund des gepaarten Ra-
des eingreifen. Ist das Schließmaß zu groß,
kann ein ungleichmäßiger Lauf der Räder
oder sogar keine Verzahnung die Folge sein.

Die zur korrekten Funktionsbeschrei-
bung normalerweise notwendigen Form-
und Lagetoleranzen werden in der Beispiel-
rechnung nicht berücksichtigt. Diese gilt es
aber in der Praxis, basierend auf dem zu-
grunde liegenden Tolerierungsgrundsatz
und der Toleranzart zu berücksichtigen.

Die Einfluss nehmenden Einzelmaße auf
den Achsabstand M0 sind hier die horizonta-
len und vertikalen Positionen der Lagerstel-
lenzentren an der Blechträgerstruktur zu ih-
ren jeweiligen Bezugsflächen.

Da für das vorliegende Beispiel die ferti-
gungstechnische Umsetzung in einer zwei-
fachen Lochoperation realisiert werden soll,

gilt es, die jeweiligen X- und Y-Koordinaten
separat zu berücksichtigen. Diese resultie-
ren zum einen aus der Werkzeuggenauig-
keit und zum anderen aus der Einlegegen-
auigkeit der Bleche in das Werkzeug. So wer-
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den im ersten Arbeitsgang die Durchgangs-
löcher für die Lagerstelle des Antriebsrades
gestanzt und im zweiten Arbeitsgang die des
Übersetzungsrades. Dementsprechend sind
die beeinflussenden tolerierten Einzelmaße
des Achsabstandes M0 die horizontalen Län-
gen M1 und M2 sowie die vertikalen Längen
M3 und M4.

Somit errechnet sich das Nennmaß des
Achsabstandes der beiden Wellen unter den
in Bild 1 angegebenen Nennmaßen nach
dem Satz des Pythagoras gemäß Gl. (1) zu N0

= 47,413 mm. Die Gl. (1) beschreibt unter Be-
rücksichtigung der jeweilig tolerierten Ein-
zelmaße Mi die Zielfunktion des gesuchten
Maßes M0, wie Gl. (2) zeigt. Allgemein ist ei-
ne Maßkette eine Funktion von den jeweilig
tolerierten Einzelmaßen, M0 = f(M1, M2, ...,
Mk).

Gl. (1)

Gl. (2)

Ist die Maßkette ein ebener oder räum-
lich geschlossener Vektorzug, so spricht
man von einer mehrdimensionalen bezie-
hungsweise nichtlinearen Maßkette. Hier-
bei gilt es, die nichtlinearen Einflüsse der je-
weilig tolerierten Einzelmaße Mi auf das
Schließmaß M0 durch so genannte Lineari-
tätskoeffizienten αi zu erfassen. Sind die Li-
nearitätskoeffizienten einer Maßkette aus-
schließlich ± 1, dann spricht man von einer
eindimensionalen beziehungsweise linea-
ren Maßkette [1]. Damit kann eine Maßkette
allgemein durch die Gl. (3) beschrieben wer-
den.

Gl. (3)

Der allgemeine Lösungsansatz zur Er-
mittlung der Linearitätskoeffizienten ist in
der Linearisierung von Funktionen mittels
dem „totalen Differential“ [6] gegeben. Hier-
bei wird die Funktion y = f(x1, x2, ..., xk) in
der unmittelbaren Umgebung des Flächen-
schwerpunktes P(x0, y0, z0) durch eine linea-
re Funktion ersetzt, nämlich das totale Diffe-
rential der Funktion, siehe Gl. (4).

Gl. (4)

Gl. (5)

Die partiellen Ableitungen 1. Ordnung
werden für den Flächenschwerpunkt P ge-
bildet. Und die ∆xi sind die „kleinen“ Abwei-
chungen gegenüber dem Flächenschwer-
punkt. Dementsprechend ergibt sich für die
Linearisierung der Zielgröße M0 = f(M1, M2,
..., Mk) nach Gl. (4) die Gl. (5). Hiernach resul-
tiert die Änderung von M0 aus dem Produkt
des jeweiligen Linearitätskoeffizienten und
der Einzeltoleranz. Somit können die Linea-
ritätskoeffizienten nach Gl. (6) berechnet
werden. In den Ableitungen werden die je-
weiligen Nennmaße berücksichtigt. Unter
Anwendung der Gl. (6) ergeben sich für das
Beispiel des Stellmechanismus gemäß der
Gl. (7) bis (10) die folgenden Ableitungen
und damit Linearitätskoeffizienten α1 = 
-0,46400699, α2 = 0,46400699, α3 = 
-0,88583153 und α4 = 0,88583153. Mit Kennt-
nis der Linearitätskoeffizienten kann das
Nennschließmaß N0 nach Gl. (11) berechnet
werden. Dieses berechnet sich ebenfalls
nach dem Satz des Pythagoras zu N0 =
47,413 mm.

Gl. (6)

Gl. (7)

Gl. (8)

Gl. (9)

Gl. (10)

Gl. (11)

Nach Klärung des Funktionszusammen-
hangs kann die eigentliche Toleranzanalyse
durchgeführt werden. Hierfür wird zu-
nächst unter Anwendung von Gl. (12) und
Gl. (13) das arithmetische Höchstschließ-
maß PO = 47,953 mm und Mindestschließ-
maß PU = 46,873 mm berechnet. Die Diffe-
renz ist die arithmetische Schließmaßtole-
ranz Ta = 1,08 mm. Die arithmetische
Schließmaßtoleranz kann ebenfalls mittels
der Gl. (14) berechnet werden.

Gl. (12)

Gl. (13)

Gl. (14)

Das arithmetische Ergebnis zeigt, dass
sich der Wälzpunkt der beiden Räder nicht
konstant im Übergangspunkt der beiden
Teilkreisdurchmesser befindet, sondern in
einem Toleranzfeld von 1,08 mm streuen
kann. Bezogen auf die Funktionsmaßvorga-
be M0 = 47,4 ± 0,3 mm ist das arithmetische
Ergebnis mit PO = 47,953 mm und PU =
46,873 mm nicht in Ordnung. Um zur Funk-
tionssicherheit der Verzahnung zu gelan-
gen, müssten die Einzeltoleranzen einge-
engt werden.

3  Statistische Toleranzanalyse des
Stellmechanismus

Vor dem Hintergrund, dass bereits in der
konstruktiven Auslegungsphase die spätere
Fertigung der Einzelteile sowie die Funktion
der Baugruppen bei den in Serienfertigung
gefertigten Bauteilen sichergestellt sein
muss, reicht eine arithmetische Verifizie-
rung der Konstruktion in der Regel nicht
aus. Es gilt, den theoretischen Nachweis
über die konstruktive Erfüllung hinsicht-
lich der geforderten Funktionsqualität zu er-
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bringen. Dies kann nur durch eine statisti-
sche Toleranzanalyse geschehen.

Zur Ermittlung der statistischen Schließ-
maßtoleranz Ts des Achsabstandes werden
im Vorfeld der Berechnung den vier Einzelto-
leranzen fertigungsspezifische Einflussgrö-
ßen in Form von Fertigungsverteilungen
und damit Prozessparameter zugeordnet.
Für das Beispiel Stellmechanismus wird un-
terstellt, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktionen der Istmaße, im Allgemeinen als
Fertigungsverteilungen bezeichnet, der vier
Maßkettenglieder normalverteilt seien, mit
einer Annahmewahrscheinlichkeit von Pa =
99,73 % mit den Parametern nach Tabelle 1.

Neben den in Tabelle 1 angegebenen
symmetrischen Verteilungstypen existieren
auch asymmetrische Verteilungen, so zum
Beispiel logarithmische Normalverteilun-
gen für Rundlaufabweichungen von rotati-
onssymmetrischen Flächen oder auch die
Rayleigh-Verteilung bei Vorlage von Exzen-
trizität, Koaxialität oder Positionstoleran-
zen. Des Weiteren können sich auch Misch-
verteilungen erster und zweiter Art ausbil-
den [5].

Unter Nutzung der Fehlerfortpflanzung
nach Gauß mit Gl. (15) lässt sich die Stan-
dardabweichung beziehungsweise Streuung
des Achsabstandes M0 berechnen [4], [2]. Die-
se ergibt sich unter den zuvor genannten
Randbedingungen zu σ0 = 0,0942 mm. Zu
beachten ist in den Gl. (11) bis (15) sowie Gl.
(17), dass die Linearitätskoeffizienten teils
als Betragsgröße und teils als absolute Grö-
ße einfließen.

Gl. (15)

Gl. (16)

Gl. (17)

Die hier angewandte Methode hat als
Hintergrund den „zentralen Grenzwertsatz“
der Statistik. Hiernach verteilt sich die Sum-
me beliebiger unabhängiger Verteilungen
bei einer Anzahl ≥ 4 hinreichend genau ei-
ner Normalverteilung. Gemäß der standar-
disierten Normalverteilung, die für µ = 0
und für σ = 1 ausgewertet vorliegt [3], ist die
Quantil u = ± 3,0 bei einer Annahmewahr-
scheinlichkeit Pa = 99,73002 %, was mit ei-
ner Prozessfähigkeit cp = 1,0 korrespondiert.
Ist u = ± 4,0 bei einer Annahmewahrschein-
lichkeit Pa = 99,9936 %, korrespondiert dies
mit der Prozessfähigkeit cp = 1,33. Unter An-
wendung der Gl. (15) und Gl. (16) kann die
statistische Schließmaßtoleranz für die Pro-

zessfähigkeit cp = 1,0 mit Ts = 0,565 mm be-
rechnet werden.

Die resultierende Dichtefunktion für die
Schließmaßtoleranz ist in Bild 2 dargestellt.
In der Darstellung ist zu sehen, dass die
Streuung um das Nennschließmaß N0 =
47,413 mm, berechnet nach Gl. (17), mit 
± Ts/2 symmetrisch ist.

Das Ergebnis der statistischen Toleranza-
nalyse zeigt, dass die Funktion des Achsab-
standes gegenüber der arithmetischen Be-
rechnung eine einwandfreie Verzahnung si-
cherstellt, da das Toleranzfeld von 0,565
mm innerhalb der Vorgabe von ± 0,3 mm
liegt.

Das gezeigte Beispiel spiegelt zahlreiche
Konstruktionen aus der Praxis wider, welche
nach der Verifizierung durch eine arithme-
tische Toleranzanalyse nicht funktionsfähig
sein können und dennoch umgesetzt wer-

den. Das Ergebnis ist, dass die Serienferti-
gung prozessfähig beziehungsweise bedingt
prozessfähig ist, da die statistischen Gesetz-
mäßigkeiten hier zum Tragen kommen.

4  Empirische Ermittlung der 
Linearitätskoeffizienten

Das Beispiel des Stellmechanismus zeigt zur
Ermittlung der Linearitätskoeffizienten den
Lösungsansatz der Linearisierung mittels
des „totalen Differentials“. Die Anwendung
der Linearisierung nach Gl. (5) setzt jedoch
immer die Kenntnis der Zielfunktion für M0

voraus. Der folgende empirische Lösungsan-
satz sollte angewandt werden, wenn die
funktionalen Abhängigkeiten nicht eindeu-
tig geklärt sind beziehungsweise beschrie-
ben werden können. Hierbei sollten unter
Nutzung von Versuchsaufbauten die benö-

Tabelle 1: Fertigungsverteilungsarten und Parameter [5]
Table 1: Production spread types and parameters [5]

Bild 2: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für den Achsabstand an der Blechträgerstruktur
Figure 2: Probability density function for distance σ α σ0

2 2

1

= ⋅
=
∑ i i

i

k

T us = ⋅ ⋅2 0σ

N Ni i

i

k

0

1

= ⋅
=
∑α

Verteilung Pa [%] σσ2 cp Quantile uo/u

t2

Rechteck 100 0,57735 ± 1,73212

Trapez
Seitenverhältnis 1/2 zu 1 100 0,73029 ± 2,190

Trapez
Seitenverhältnis 1/3 zu 1 100 0,77459 ± 2,323

t2

Dreieck 100 0,81649 ± 2,44924
t2

Normal 99,73002 1,00000 ± 3,036
t2

Normal 99,9936 1,33333 ± 4,064

10 t2

192

5 t2

108



ENTWICKLUNG Entwicklungsmethoden

900 ATZ 10/2005 Jahrgang 107

tigten Informationen erarbeitet werden. Zur
Beschreibung der Vorgehensweise ist das
Beispiel eines Drehmomentschlüssels wie in
Bild 3 gezeigt gewählt worden. Für das vor-
liegende Beispiel ist der Drehmoment-
schlüssel so zu dimensionieren, dass bei ei-
nem aufgebrachten Torsionsmoment von Mt

= 100.000 Nmm der Verdrehwinkel ϕ = 40°
beträgt.

Die Aufgabenstellung besteht darin, den
resultierenden Verdrehwinkel ϕ des Torsi-
onsstabes unter den hier vorliegenden Ferti-
gungstoleranzen zu berechnen, um damit
zum einen die Skalierung festzulegen und
zum anderen die Genauigkeit des Dreh-
momentschlüssels durch das Ablesen des
aufgebrachten Drehmomentes auf der Ska-
lierung zu hinterfragen.

Der Verdrehwinkel wird sich im linear
elastischen Bereich proportional zum aufge-
brachten Drehmoment verhalten. Um den
Verdrehwinkel berechnen zu können, wer-
den auch hier die Linearitätskoeffizienten
benötigt. Diese setzen zur Ermittlung, wie
bekannt, die Kenntnis der mathematischen
Zielfunktion für den Verdrehwinkel voraus.

Es sei zunächst unterstellt, dass dieser
funktionale Zusammenhang nicht bekannt
ist. Dementsprechend gilt es, aus konstruk-
tiver Sicht, eine Aussage über die Einfluss
nehmenden Größen zu treffen. Aus kon-
struktiver Sicht sind sicherlich das Torsions-
moment Mt, der Torsionsstabdurchmesser d
sowie die Torsionsstablänge l beeinflussen-
de Größen.

Wenn das die tatsächlichen Maßketten-
glieder sind, besteht nun die Aufgabe, die
hierfür notwendigen Linearitätskoeffizien-
ten zu ermitteln. Es kann durchaus sein,
dass Einfluss nehmende Größen hierbei
aus Unkenntnis vernachlässigt werden,
was natürlich vermieden werden sollte.
Sollten dennoch Einfluss nehmende Grö-
ßen übersehen werden, hat das kein fal-
sches Ergebnis für die berücksichtigten
Größen zur Folge.

Nachfolgend wird zur Linearitätskoeffi-
zientenermittlung ein einfacher Versuchs-
aufbau benötigt. Als Material für den Torsi-
onsstab wird der Vergütungsstahl 42CrMo4
gewählt. Für den Torsionsstab wird im Quer-
schnitt massives Rundmaterial mit d = 12
mm gewählt. So berechnet sich die Torsions-
spannung mittels der Gl. (18) und (19) zu τt =
294,73 N/mm2, welche damit geringer ist als
die zulässige mit τt = 350 N/mm2.

Gl. (18)

Gl. (19)

Mit dem einfachen Versuchsaufbau wird
zunächst die Stablänge des Drehmoment-
schlüssels ermittelt. Hierfür sind, wie Bild 4
zeigt, die Stablängen in 800, 900, 1000, 1100
und 1200 mm mit dem zuvor gewählten Ma-
terial und Durchmesser angefertigt worden.
Anschließend wurden die unterschiedli-
chen Stäbe im Versuchsaufbau mit einem
konstanten Torsionsmoment von Mt =
100.000 Nmm belastet und der jeweilige re-
sultierende Verdrehwinkel gemessen. Die
Versuchsauswertung in Bild 4 zeigt, dass
sich der gewünschte Verdrehwinkel ϕ = 40°
zwischen den Längen 1100 und 1200 mm
einstellt. Die Auswertung zeigt des Weite-
ren, dass sich der Verdrehwinkel proportio-
nal zur Stablänge verhält, dementsprechend
kann mittels einer einfachen Dreisatzrech-
nung nach Gl. (20) die Stablänge für ϕ = 40°
mit l = 1142,85 mm berechnet werden. Da-
mit stehen sämtliche Nennmaße des Dreh-
momentschlüssels fest, nämlich der Stab-
durchmesser d = 12 mm, die Stablänge l =
1143 mm und das Torsionsmoment Mt =
100.000 Nmm.

Gl. (20)

Basierend auf diesen Kenntnissen gilt es,
mittels weiterer Versuchsaufbauten, die Li-
nearitätskoeffizienten der drei Maßketten-
glieder zu ermitteln. Da dieser Lösungsan-
satz eine empirische Linearisierung be-
schreibt, wird im Versuch eine geringe Än-
derung eines Maßkettengliedes vorgenom-
men und anschließend der direkte Einfluss
auf das Funktionsmaß bestimmt bezie-
hungsweise gemessen. Dieses geschieht un-
ter der Voraussetzung, dass die restlichen
Maßkettenglieder in ihren Nennmaßen kon-
stant bleiben. Die Längenänderung der Maß-
kettenglieder sollte möglichst gering sein,
weil sonst ein Fehlerzuwachs in der Lineari-
tätskoeffizientenermittlung auftritt.

Zuerst soll der Koeffizient für die Stablän-
ge ermittelt werden. Hierfür werden die aus-
gewerteten Ergebnisse des ersten Versuchs-
aufbaus genutzt, Bild 4. Der Koeffizient lässt
sich aus dem Quotienten der Winkelände-
rung durch die Längenänderung des Stabes
gemäß Gl. (21) zu αl = 0,035 °/mm berech-
nen. Die Steigung der Funktion in Bild 4
zeigt gleichzeitig an, ob es sich um ein posi-
tives oder negatives Maßkettenglied han-
delt, in diesem Fall um ein Positives.

Gl. (21)

Für die Ermittlung des Stabdurchmesser-
koeffizienten wird in einem weiteren Ver-
suchsaufbau nochmals der Verdrehwinkel
unter der Nennmaßstruktur ermittelt. Die-

ser ergibt nach der Versuchsreihe 2.1 zu ϕ =
40°. Versuchsreihe 2.1 ist für die nachfolgen-
den Versuchsreihen ein Referenzversuch,
Tabelle 2.

Anschließend wird der Torsionsstab
durch einen mit d = 13 mm ersetzt und aber-
mals das Nenntorsionsmoment aufge-
bracht. Jetzt ist der Verdrehwinkel nur 29°,
Bild 5. Dementsprechend berechnet sich der
Durchmesserkoeffizient nach Gl. (22) zu αd

= -11 °/mm. Hierbei handelt es sich um ein
negatives Maßkettenglied.

Gl. (22)

Abschließend wird der Koeffizient für
das Torsionsmoment ermittelt. Basierend
auf dem Ergebnis der Versuchsreihe 2.1
wird das Torsionsmoment von 100.000 auf
101.000 Nmm erhöht, mit dem Ergebnis,
dass sich ein Verdrehwinkel von ϕ = 40,5°
einstellt, Bild 6. Nach Gl. (23) ergibt sich der
Koeffizient für das Torsionsmoment zu αMt

= 0,0005 °/Nmm. Dieses Maßkettenglied ist
wieder positiv.

Gl. (23)
Die Ergebnisse der Versuchsreihen zei-

gen, dass der Stabdurchmesser einen signifi-
kanten Einfluss auf den resultierenden Ver-
drehwinkel ausübt. Da es sich, wie bereits
erläutert, bei der empirischen Ermittlung
der Koeffizienten um eine Linearisierung
handelt, sollte die Änderung insbesondere

Bild 3: Darstellung eines Drehmoment-
schlüssels [7]
Figure 3: Sketch of a torque key [7]
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bei signifikanten Gliedern möglichst gering
sein. Daher wird ein weiterer Versuch mit ei-
nem Stabdurchmesser von d = 12,1 mm
durchgeführt, Bild 7. Das Ergebnis der Gl.
(24) mit αd = -15 °/mm rechtfertigt den er-
neuten Versuch, da sich der Koeffizient
nochmals stark verändert hat.

Gl. (24)

Jetzt, wo der Funktionszusammenhang
über die Linearitätskoeffizienten geklärt ist,
kann die eigentliche Toleranzanalyse durch-
geführt werden. So errechnet sich die arith-

metische Schließmaßtoleranz des Verdreh-
winkels mit den in Bild 3 angegebenen Tole-
ranzen der drei Maßkettenglieder gemäß 
Gl. (14) zu Ta = 7,084°.

Für die statistische Toleranzanalyse wer-
den die Fertigungsqualitäten nach Tabelle 1
wie folgt zugeordnet: Die Istmaß-Verteilung
über dem Toleranzfeld beim Torsionsmo-
ment soll einer Rechteckverteilung entspre-
chen, die Istmaß-Verteilung der Stablänge
der einer Trapezverteilung mit einem Sei-
tenverhältnis 0,5/1 t und die Istmaß-Vertei-
lung des Stabdurchmessers soll einer Nor-
malverteilung mit einer Annahmewahr-
scheinlichkeit von Pa = 99,73 % entspre-
chen.

Unter Anwendung der Gl. (15) und (16)
lässt sich dann die statistische Schließ-
maßtoleranz für Pa = 99,73 % mit Ts =
6,246° berechnen. Hiernach wird die
Schwankung bei einem Verdrehwinkel von
ϕ = 40° nur 88,1 % des arithmetischen Er-
gebnisses betragen. Wäre die Durchmes-
sertoleranz nur ± 0,05 statt ± 0,2 mm,
dann betrüge die statistisch ermittelte
Schwankung um den Nennwinkel nur ±
1,145° statt ± 3,12°. Diese Vorgehensweise
bei der empirischen Linearisierung zeigt
die leichte und relativ schnelle Abarbei-
tung, welche sich insbesondere bei kom-
plexen und/oder beliebigen physikalischen
Systemen anbietet.

5  Berechnung des Drehmoment-
schlüssels mittels Linearisierung

Zur Beweisführung der empirisch ermittel-
ten Koeffizienten soll nachfolgend die Linea-
risierung mittels des „totalen Differentials“
durchgeführt werden. Zunächst wurde bei
der empirischen Ermittlung der Koeffizien-
ten unterstellt, dass die Zielfunktion für den
Verdrehwinkel unbekannt sei. Tatsächlich
kann jedoch der Verdrehwinkel nach Gl. (25)
berechnet werden [7]. Hierin ist mit Ip das
polare Flächenmoment nach Gl. (26) zu be-
rücksichtigen. Unter der Voraussetzung,
dass der Torsionsstabquerschnitt aus einem
vollen Rundmaterial besteht, ist der Ver-
drehwinkel M0 = f(Mt, d, l, G) also abhängig
von dem aufgebrachten Torsionsmoment
Mt, dem Torsionsstabdurchmesser d, der
Torsionsstablänge l sowie dem Gleitmodul G
des Torsionsstabes.

Gl. (25)

Gl. (26)

Bild 4: Versuchsreihe 1.1, ..., 1.5: Abhängigkeit des Verdrehwinkels von der Stablänge 
am Drehmomentschlüssel
Figure 4: Experiment series 1.1,..., 1.5: dependency of the angle of twist on the torque key 
bar length

Tabelle 2: Auswertung der Versuchsreihen am Drehmomentschlüssel
Table 2: Evaluation of the torque key experiment series

Versuchsreihe Parameter Winkel Steigung Koeffizient
d [mm] l [mm] Mt [Nmm] ϕ [°]

1.1 12 800 100.000 28
positiv α l = 0,035

1.2 12 900 100.000 31,5

2.1 12 1.143 100.000 40
negativ αd = -11

2.2 13 1.143 100.000 29

2.1 12 1.143 100.000 40
positiv αMt = 0,0005

3.2 12 1.143 101.000 40,5

2.1 12 1.143 100.000 40
negativ αd = -15

4.2 12,1 1.143 100.000 38,5

Bild 5: Versuchsreihe 2.1/2.2: Abhängigkeit des Verdrehwinkels vom Stabdurchmesser 
am Drehmomentschlüssel
Figure 5: Experiment series 2.1/2.2: dependency of the angle of twist on the torque key bar diameter
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Für die Ermittlung von Linearitätskoeffi-
zienten steht bei Kenntnis der Zielfunktion
für M0 der Lösungsweg mittels Linearisie-
rung nach Gl. (5) zur Verfügung. Die partiel-
len Ableitungen 1. Ordnung ergeben dann
die folgenden Linearitätskoeffizienten: für
das Torsionsmoment nach Gl. (27) αMt =
4,00007589 10-4, die Stablänge nach Gl. (28)
αl = 0,035180966, den Stabdurchmesser nach
Gl. (29) αd = -13,33358631, sowie das Gleitmo-
dul nach Gl. (30) αG = -5,00009486 10-4.

Gl. (27)

Gl. (28)

Gl. (29)

Gl. (30)

Die empirisch ermittelten Linearitätsko-
effizienten zeigen eine erstaunlich gute
Übereinstimmung mit den hier mittels Li-
nearisierung berechneten, Tabelle 2. Wie
schon Gl. (27) zeigt, ist bei dem empirischen
Ansatz das Gleitmodul aus Unkenntnis
nicht berücksichtigt worden. Dennoch sind
ohne dessen Berücksichtigung die übrigen
ermittelten Koeffizienten korrekt.

Damit zeigt sich sehr gut, dass auch ohne
Kenntnis der funktionalen Zusammenhän-
ge durch eine Versuchsmethodik alle bezie-

α l NMt Nl NG Nd

M

l
= ∂

∂
=0 0 035180966, , , ,

Formelzeichen

α i Linearitätskoeffizient
ϕ Verdrehwinkel
τt Torsionsspannung
σ2 Varianz
σ0 Standardabweichung des Funktionsmaßes
d Torsionsstabdurchmesser
GO Höchstmaß
GU Mindestmaß
G Gleitmodul
Ip polares Flächenmoment
l Torsionsstablänge
Mi toleriertes Maß
M0 Schließ- bzw. Funktionsmaß

Mt Torsionsmoment
k, n, m Anzahl der Maßkettenglieder
N0 Nennmaß des Schließmaßes
Pa Annahmewahrscheinlichkeit
PO Höchstschließmaß (oberes Passmaß)
PU Mindestschließmaß (unteres Passmaß)
tai arithmetische Maßkettengliedtoleranz
Ta arithmetische Schließmaßtoleranz
Ts statistische Schließmaßtoleranz
u Annahmewahrscheinlichkeit in σ-Einheiten 

der standardisierten Normalverteilung bzw. Quantil
Wp polares Widerstandsmoment
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Bild 6: Versuchsreihe 2.1/3.2: Abhängigkeit des Verdrehwinkels vom Torsionsmoment 
am Drehmomentschlüssel
Figure 6: Experiment series 2.1/3.2: dependency of the angle of twist on the torque key 
torsion moment

Bild 7: Versuchsreihe 2.1/4.2: Abhängigkeit des Verdrehwinkels vom Stabdurchmesser
mit geringer Änderung
Figure 7: Experiment series 2.1/4.2: dependency of the angle of twist on the bar diameter 
with a slight alteration
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nem möglichst frühen Zeitpunkt in der Ent-
wicklung abzusichern.

Diese zunehmend bedeutendere Aufga-
be der Toleranzanalyse haben viele Unter-
nehmen des Maschinen- und Fahrzeugbaus
wie auch der Elektroindustrie für sich als ei-
nen wichtigen Baustein in der Wettbewerb-
spyramide erkannt. Hierbei werden unter
Nutzung der statistischen Gesetzmäßigkei-
ten notwendige Fertigungsqualitäten ent-
feinert und damit gleichzeitig prozessge-
rechtere Toleranzen für ein Funktionsmaß
festgelegt.

Die Vergabe von prozessgerechten Tole-
ranzen setzt jedoch ein prozessorientiertes
Denken und Handeln voraus, mit dem posi-
tiven Ergebnis, dass Probleme früher auf
den Tisch kommen und Entscheidungen
damit früher fallen. Das spart Zeit und
Geld.
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hungsweise einige Hauptentwurfsparame-
ter einer Konstruktion herausgefunden wer-
den können. Dies ist von entscheidender Be-
deutung bei beliebigen physikalischen Maß-
ketten, wie das Beispiel des Drehmoment-
schlüssels zeigt.

6  Zusammenfassung

Das Verfahren der empirischen Ermittlung
der Linearitätskoeffizienten hat gezeigt,
dass es mit einfachsten Mitteln und ohne
Kenntnis der Zielfunktion für die Baugrup-
penfunktion anzuwenden ist. Selbst dann,
wenn bei der Verifizierung der Parameter
wichtige oder weniger wichtige Parameter
übersehen wurden, sind die erfassten Koeffi-
zienten korrekt. Mit Kenntnis der so ermit-
telten Koeffizienten kann anschließend die
arithmetische Toleranzanalyse durchge-
führt werden. Basierend auf diesen Ergeb-
nissen kann dann mit Hilfe des zentralen
Grenzwertsatzes beziehungsweise der Feh-
lerfortpflanzung nach Gauß die statistische
Toleranzanalyse durchgeführt werden. Dies
erfolgt mit dem Ziel, Funktionsmaße zu ei-
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